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1. Dans tout ce qui suit, K designe un corps value complet spherique 
non archimedien dont la valuation n'est pas impropre; E designe un 
espace localement K-convexe, E' son dual. Pour tout ce qui concerne les 
espaces localement K-convexes, nous renvoyons a [3]; pour la definition 
de "separation", voir [2]. Remarquons que dans [2] on appelle une partie 
deE "K-convexe" si elle est de la forme x+O, ou x E 0 et 0 est un ensemble 
K-convexe selon la definition donnee dans [3]. 
Lemme. Soient H=f-l{IX} un hyperplan de E (ou fEE', IX EK, 
IX =I= 0) et 0 une partie de E contenant 0. Les propositions suivantes sont 
equivalentes: 
1°. 0 est d'un seul cote de H. 
Cela resulte immediatement des definitions. 
2. Soit B une partie de E. Nous considerons les proprietes suivantes: 
(A1) Pour tout x E E, x ¢= B, il existe fEE' telle que lf(B)I < 1, lf(x)l >I. 
Pour que B possede la propriete (A1), il faut et il suffit que, pour tout 
x E E, x ¢= B, il existe fEE' telle que 1/(B)I <I, f(x) =I. 
(A2) Pour tout xEE,xrf=B, il existe fEE' telle que lf(B)I<I, 1/(x)j>l. 
(G1) B contient 0, et pour tout x E E, x ¢= B, il existe un hyperplan ferme H 
de E, contenant x, tel que B soit d'un seul cote de H. 
(G2) B contient 0, et pour tout x E E, x ¢= B, il existe un hyperplan ferme 
H de E qui separe strictement X et B. 
(Ga) B contient 0, et pour tout x E E, x ¢= B, il existe un hyperplan ferme H 
de E, contenant x, et un nombre reel r> 1, tels que, pour tout A. E K, 
I< IA.I <r, l'ensemble A.B soit d'un seul cote de H. 
(I) Evidemment, on a: A2(B) =>- A1(B) ("afin que B possede la propriete 
(A2), il faut que B possede la propriete (A1)"). 
(2) G1(B) -¢? G2(B). 
370 
Demonstration. Dans [1] (prop. 55) on demontre: Gt(B) =>-G2(B). 
Demontrons G2(B)=>-Gt(B): soit xEE,xrf.B, et soit H=f-t{fX} un 
hyperplan ferme de E qui separe strictement X et B. Posons l(x) = {3 et 
H' = t-t{{3}; on a x E H'. Comme x et 0 sont separes par H, on a 
1{31 = lf(x)l > 14 D'apres le lemme, comme B est d'un seul cote de H, 
on a lf(B)I < lfXI et done If( B) I< 1{31. On en deduit que B est d'un seul 
cote de H' (Iemme). 
(3) Ga(B) ==>- Gt(B): c'est clair. 
(4) At(B) "'* Gt(B). 
Demonstration. Supposons que B possede la propriete (At). Soit 
x E E, x rf. B; il existe IE E' telle que If( B) I< 1, l(x) = l. On peut prendre 
H = ,t-t{1 }. De la meme faQon on demontre l'autre partie de I' assertion. 
(5) A2(B) "'* Ga(B). 
Demonstration. Supposons que B possede la propriete (A2). Soit 
x E E, x rf. B; il existe IE E' telle que lf(B)I < l, lf(x)l > l. Posons r= lf(x)l 
et H = f-t{f(x)}; on a x E H. Soit A E K tel que 1 < IAI < r; on a, pour tout 
y E B: lf(Ay)l = IAIII(y)l < IAI < lf(x)l. Il s'ensuit que AB est d'un seul cote 
de H (Iemme). 
Puis nous supposons que B possede la propriete (G3). Soit x E E, x rf. B; 
supposons que H = t-t{1} ( ou f E E') et r > l soient tels que x E H et que 
AB soit d'un seul cote de H pour tout A EK, 1<IAI<r. On a f(x)=l et 
If( B) I< l (lemme). Si la valuation de K est discrete, il existe A E K, lA I> 1 
tel· que lA/( B) I < 1 ; si la valuation de K est dense, il existe A E K, l < lA i < r 
tel que IAI(B)I < l (Iemme). Dans tous les deux cas, posons IJ=Af; alors 
on a lg(B)I < l et lg(x)l = IAI ll(x)l > l. 
Remarque. Si la valuation de K est discrete, on a At(B) ==>- A2(B) 
et Gt(B) =>-Ga(B); dans ce qui suit nous verrons que cela n'est plus vrai 
si la valuation de K est dense. 
De [1 ], prop. 69 on deduit: 
Proposition 1. Une partie fermee K-convexe B de E possede la 
propriete (At). 
3. Soit B une partie de E. 
Definition l. On appelle pseudo-polaire BP de B dans E' l'ensemble 
{f E E'III(B)I < 1 }. 
Evidemment, on a BP C B 0 , ou Bo est le polaire deB dans E' (voir [3], 
de£. 4.4). Comme pour les ensembles polaires (voir [3], th. 4.11) on 
demontre: 
Si BCD, on a DP C BP; BP est K-convexe et faiblement ferme; si B 
est faiblement bornee, BP est un a-tonneau; si B est absorbante, BP est 
faiblement borne. Si U est un voisinage de 0 dans E, UP est faiblement 
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c-compact. Remarquons que, si K est un corps local, dans E il y a identite 
entre ensembles K-convexes faiblement bornes faiblement c-compacts et 
ensembles K -con vexes faiblement compacts. 
Definition 2. On appelle pseudo-bipolaire BPP de B l'ensemble 
{x E Ej jBP(x)l < 1 }. 
BPP est le pseudo-polaire de BP dans E = (E~)'. On a B C BPP et BPPP = BP. 
Proposition 2. a. BPP=C(B). 
b. Pour que B = BPP, il I aut et il suffit que B soit 
K-convexe et lermee. 
Demonstration. Supposons que B soit K-convexe et fermee; soit 
x E E, x ¢:B. D'apres la proposition 1 il existe IE E' telle que II( B) I< I, 
l(x) = l. On a done I E BP et x ¢: BPP. II s'ensuit que B = BPP. 
Si B est une partie quelconque de E, }'ensemble BPP est K-convexe et 
faiblement ferme, done ferme; il s' ensuit que 0( B) C BPP. De B C C( B) 
on deduit que BPP C C(B)PP=C(B), done BPP=C(B). 
Corollaire. On a BCC(B)=BPPCB00 • Remarquons que, si la 
valuation de K est discrete, on a C(B) = BPP =Boo (voir [3], th. 4.14). 
Avec une notation qui est claire d'elle-meme, nous pouvons considerer 
les ensembles B 0 P et BP0 • On a 
On demontre facilement: si I a valuation de K est discrete, on a 
n-lBoP= BPP= Boo=C(B) =nBPo, 
n etant nne uniformisante de K; si la valuation de K est dense, on a 
Boo= BPo. 
Ex em pIe. Considerons K comme espace vectoriel topologique sur K; 
supposons que la valuation de K soit dense. Soient A= {!X E Kl I £XI< 1 }, 
B= {!X E Kjj£Xj < 1}. On a Ao=A, AP=B, AoP=B, APo=Aoo=A, APP=A, 
et B 0 =A, BP=A, BoP=B, BPo=Boo=A, BPP=B. 
4. Soit B une partie de E. Dans [3] on a introduit les ensembles 
T-fermes; nous avons (en tenant compte de ce qui precede) le theoreme 
suivant: 
Theoreme 1. Les propositions suivantes sont equivalentes: 
1 o. B est T-lermee. 
2°. B possede la propriete (A2). 
3°. B possede la propriete (Ga). 
4o. B=Boo. 
5°. B= n {xEEjp(x).;;;;1}, au rB={pET)p(B).;;;;1}. 
verB 
24 Series A 
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Si la valuation de K est discrete, la proposition suivante est equivalente 
a 1°-5°: 
6°. B est K-convexe et fermee. 
L'equivalence de 1°, 2°, 4°, 5° et 6° (dans le cas d'une valuation discrete) 
a ete demontree dans [3]. 
Definition 3. On dit que B est faiblement F-fermee si, pour tout 
x E E, x ¢= B, il existe une semi-norme p E r telle que p(B) < 1, p(x);;;. 1. 
Exemple. L'ensemble {x EEjp(x)<s}, oup E r, s>O, est faiblement 
F-ferme. 
Un ensemble F-ferme est faiblement F-ferme: supposons que B soit 
F-fermee; soit X E E, X rt B. Il existe pEr telle que p(B) < 1, p(x) > 1, 
etA E K tel que 1 < jAj <,p(x). Posons q=A-lp; alors on a q E r, et q(B) < 1, 
q(x) > 1. 
Dans ce qui suit, nous verrons qu'un ensemble faiblement F-ferme n'est 
pas necessairement F-ferme. 
Proposition 3. Pour que B soit faiblement F-fermee, il faut et il suffit 
que B soit K -convexe et fermee. 
Demonstration. Soient B une partie faiblement F-fermee deE, et 
x, y E B. Supposons Ax+ ttY ¢= B, ou A, ft E K, jAj < 1, Itt I< 1. A.lors il 
existerait pEF telle que p(A.x+py);;;.1, p(x)<1, p(y)<1, ce qui est 
absurde. Il s'ensuit que B est K-convexe. Si X rt B, il existe pEr telle 
que p(x);;;.1,p(B)<l. Posons U={y EEjp(y-x)<1}; on a, pour tout 
y E U, p(y)=p(y-x+x)=p(x);;;.1, done U fl B=0. On en deduit que B 
est fermee. 
Soit B une partie K-convexe fermee de E. D'apres la proposition 1 
il existe f E E' telle que If( B) I< 1, f(x) = 1. Posons p(y) = lf(y)j(y E E); 
alors on apE r, et p(B)<1, p(x)=l. 
Corollaire. D'apres Ia proposition 2, pour que B soit faiblement 
F-fermee, il faut et il suffit que B=BPP. BPP est le plus petit ensemble 
faiblement F-ferme dans E contenant B. 
Proposition 4. Pour que B soit faiblement F-fermee, il faut et il 
suffit que B possede la propriete (A1) (cf. [3], th. 4.7). 
Demonstration. Supposons que B possede Ia propriete (A1). Soit 
xEE, xrf=B. Il existe fEE' telle que lf(B)j<1, lf(x)!>L Posons 
p(y) = lf(y)j(y E E); alors on a p E r, et p(B) < 1, p(x) > 1. L'autre partie 
de !'assertion est une consequence immediate de Ia proposition 1. 
Proposition 5. Posons F(B)={p E F/p(B)<1}, 
D= n {x E Ejp(x)< 1}. 
percm 
Alors on a D=BPP (cf. [3], th. 4.8). 
373 
Demonstration. D est K-eonvexe et ferme, done BPP~O(B) CD. 
Soit x E E, x ¢ BPP; BPP est faiblement F-ferme (prop. 3), done il existe 
p E F telle que p(BPP) < 1, p(x);;;. l. Il s'ensuit que p(B) < 1, done p E r(B), 
et x ¢D. On a done DC BPP, d'ou D=BPP. 
De ce qui precede, on tire le theoreme suivant: 
Theoreme 2. Les propositions suivantes sont equivalentes: 
1 o. B est faiblement F-fermee. 
2°. B est K-convexe et fermee. 
3°. B possede la propriete (A1). 
4 o. B possede la propriete ( G1). 
5°, B=BPP. 
6°. B= n {x E Elp(x)< 1}, oU F(B)= {p E F/p(B)< 1}. 
PEF<Bl 
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